
§ Eigenvalues of Laplace-Beltrami operator on 2S  

Using spherical coordinates ( , )  ，the Laplace-Beltrami operator on 2S  is： 

2`

2

2 2

1 1
(sin ) ...( )

sin sinS


    

  
   

  
 

We seek eigenfunctions ( , )Y   ，and eigenvalues   such that 2S
Y Y    

Separation of variables 
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(1) 式是方位角方程式，(2)式是極角方程式。 

由(1) ( ) ime   ，其中 m 是整數(因為 BC ( 2 )     ) 

(2) 的部分，令 cosx  ， 2sin 1 x   ， 2sin 1
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得到 associated Legendre equation： 
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Eigenvalue ( 1)l l   由 associated Legendre equation 解的存在性決定。 

最後得到 eigenfunctions ( , ) (cos ) , ( 1)m m im
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結論： 

在 2S 上的 Laplace-Beltrami operator 有一組完備的 eigenfunction…spherical harmonic 

function ( , )m
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2. 完整的解為
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3. Legendre polynomial： 

 



 

First few Legendre polynomials： 
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4. 經典物理中，重力與靜電場滿足 0  ，當問題約束在球面上時就變成
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5. 陀螺運動方程的(1)對稱性 (2)角動量量子化 (3)球面幾何與 Laplace-Beltrami 

operator 有深層的關係。 

6. 陀螺的轉動 vs SO(3)，Laplace-Beltrami operator 是 SO(3)的 Casimir 算子！？ 


